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1. 
Kiirzlich hat E. C. Dade [3] die Brauerschen Resultate [I] fur Blocke 
vom Defekt I auf Blijcke mit zyklischer Defektgruppe ausgedehnt. Damit 
sind insbesondere die Cartan-Invarianten dieser Blijcke bekannt. Dies wird 
in der vorliegenden Note dazu benutzt, die Struktur der unzerlegbaren 
projektiven Moduln von Blocken mit zyklischer Defektgruppe zu bestimmen. 
Die Anwendung dieser Untersuchung auf andere Moduln sol1 in einer 
weiteren Note behandelt werden. 
Unser Ziel ist, folgenden Satz zu beweisen. 
SATZ 1. G sei eine endliche Gruppe, K ein algebra&h abgeschlossener 
Kijrperl der Charakteristik p, K(G) die Gruppenalgebra, N ihr Radikal und B 
ein Block von K(G) mit zyklischer Defektgruppe. Jeder unxerlegbare projektive 
G-Linksmosul L aus B enthiilt einreihige Untermoduln L, und L, mit folgenden 
Eigenschaften 
(a) NL =L, +L,,L,ITL,~L/NL. 
(b) LINL ist der einxige gemeinsame Kompositionsfaktor van L, und L, . 
(c) Ist ri die Anzahl der verschiedenen Kompositionsfaktoren von 
Li , i = 1, 2 und c die Anxahl der zu LINL isomorphen Kompositionsfaktoren 
von L, so gilt: 
NWL, = lVM--l)-lLZ g L/N& 
NiL,/Nj+lL, s Nj+krzLZ/Nj+fcr2+1LZ , j = 0 ,..., r2 - 1; k = I,..., c - 2. 
L, und L, sind durch (a), (b), (c) eindeutig bestimmt. 
Aus Satz 1 folgt unmittelbar 
1 Es geniigt vorauszusetzen, dass K Zerf2llungskBrper van G ist. 
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FOLGERUNG. G sei eine end&he Gruppe mit zyklischer p-Sylow-Gruppe, 
K, K(G) und N wie in Satz I. Dunn gilt fiir jeden (endlich erzeugten) unzerleg- 
baren projektiven G-Modul L die Aussage von Satz 1. 
2. 
Wir zeigen zunachst, dal3 Satz 1 sich aus einem allgemeineren Satz ergibt, 
den wir anschliessend formulieren und im dritten Abschnitt beweisen. Dazu 
sei 
R eine K-Algebra mit Einselement endlicher Vektorraumdimension iiber 
einem algebraisch abgeschlossenen Kiirper K, 
N das Radikal, S die Summe der minimalen Linksideale von R, 
n fi 
R = c c Reii, 
#cl j=l 
Rei, e Reij , Reil L$ Re,, fur i # k, (2.1) 
eine direkte Zerlegung von R mit primitiven orthogonalen Idempotenten eij , 
Cki , i, k = l,..., n die Cartan-Invarianten von R, 
Qi = (j 1 cji f 0, j # i}, i = l,..., n. (2.3) 
R heif3t schwach symmetrisch,2 wenn gilt: Sei g ReJNe, , i = l,..., n. Ein 
Modul U hei& einreihig, wenn U 1 NU 1 a** 1 NaU = 0 die einzige 
Kompositionsreihe von U ist. 
Alle Moduln sind im folgenden stets endlich erzeugte R-Links-Moduln. 
(2.4) DEFINITION, R hat die Eigenschaft (Ca), wenn fiir jedes Qi aus (2.3) 
eine Zerlegung Qi = Qil u Qi2 existiert, soda0 gilt: 
Ca 1: Fiir k, j E Qi ist ckj f 0 genau, wenn k, j E QiI , oder k, j E Qip . 
Ca 2: 1st cii > 2 und cIei = 1 fur alle k E Qi , so ist Qi = Qil . 
Ca 3: 1st cii = 2, so ist cji < 1 fur alle j E Qa und fur hiichstens ein 
kEQiistc,,>2. 
SATZ 2. R sei eine schwach symmetrische K-Algebra, die die Eigenschaft 
(Ca) hat und nur endlich viele unzerlegbare Moduln besitzt. Dunn gilt fiir jeden 
unzerlegbaren projektiven R-Modul L die Aussage von Satz I. 
p Vgl. [II]. In diesem Fall ist cki = cih . 
PROJEKTIVE MODULN ENDLICHER GRUPPEN 3 
(2.5) Zuriickfiihrung von Sate I auf Satz 2. 
Sei B ein Block von K(G) mit zyklischer Defektgruppe. Dal3 B schwach 
symmetrisch ist und nur endlich viele unzerlegbare Moduln besitzt, ist 
bekannt (vgl. [II] und [12] sowie [5], [4]). Nach [3], Theorem 1 Part 2 ist der 
Graph, der zu B gehiirt, ein Brauerscher Baum [I]. Daraus ergibt sich in 
Verbindung mit der FormeF 
cki = c dirdjk 
j 
die Eigenschaft (Ca): Man setze 
Qil = (k 1 dil, = di,i = 1, k # i} I= 1,2. 
Dabei sind d,, die Zerlegungszahlen und ir und is entsprechend Theorem 1 
Part 2 zu wahlen. 
3. 
Der Beweis von Satz 2 ergibt sich aus den folgenden Hilfssatzen. Zur 
Abkiirzung setzen wir 
Ci = Cii - 1, i = l,*.., It. 
(3.2) HILFSSATZ. Sei ck > 1 und cjk # 0. 1st cj > 1 oder cjk 
Cjk = Ck . 
Beweis. Zunachst gilt 
ck( < ci fur alle i und k, i # k. 
Dies folgt fur ci = 1 aus Ca 3, fur ci > 1 aus [9], Folgerung 2. 
> 
(3.1) 
1, so folgt 
(3.3) 
AUS (3.3) und cjk > 1 folgt Cj > 1. Daraus folgt wegen ck > 1 nach [9], 
Satz 1 die Behauptung (3.2). 
(3.4) HILFSSTAZ. Sei ci > 1, cj > 1 und etwa j E Qiz . Dam ist ci = q 
und Qiz = {k E Qi 1 ck > l}. 
Beweis. 1st k EQ~~ , so folgt j, i E Qk: und in Verbindung mit ci , cj > I 
nach Ca 3 weiter ck > 1. 1st k E Qi und ck > 1, so folgt cki = cji = ci nach 
(3.2), daraus Ckj = ci nach [9], Folgerung 2 und daher k EQ~~ . 
3 vgl. [2], 9 83. 
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Wegen (3.4) und Ca 3 kann man die Bezeichnung fiir Qil und Qiz so wtihlen, 
da13 gilt 
cj = c* 
Cj< = 1 
fiir alle j aus Qiz , 
fiir alle j aus Qil ; i = l,..., n. 
(3.5) 
Diese Numerierung wird im folgenden stets vorausgesetzt. 
(3.6) HILFSSATZ. Sei Fi, = CkQ,, Ei , Fi, = CjcO,, Ej + Ei . 
(a) F&Fi2 ist ein einreihiger Ring” (generalized uniserial). 
(b) Ist ci > 1, so ist Fi,RFi, ein einreihiger Ring. 
Beweis. (a) Nach [9], Folgerung 4 geniigt es zu zeigen, da0 fiir alle Ek 
und E5, k f j, die in der Summe Fi, auftreten, gilt 
Ckj = cj . (3.7) 
Dies folgt fiir ci = 1 aus Ca 1, (3.5) und (3.3), fiir ci > 1 aus (3.5) und (3.2). 
(b) 1st Ci > 1, SO gilt (3.7) wegen (3.5), (3.3) und (3.2) fiir alle k, j E Qil . 
Daraus folgt wie bei (a) die Behauptung. 
(3.8) HILFSSATZ. S-i Fi, = Ci.(2il Ej , Fi, = Cj,Q,, Ej + Ei und 
Li, = Fi, * Nei + Se, , Liz = Fi, 9 Nei . 
(a) L, und Liz sind einreihige R-Mod&. 
(b) Nei = L,, + Li, , Li, n Li, = Sei . 
Beweis. Nach [2], kap. VIII gilt 
EjREi = 0 fiiralle j$Qi, j#i 
EiREk = 0 falls j E Qil und k EQ~~ . 
(3.9) 
Da 1 = Ci,j eij = xi Ei wegen (2.1) E inselement von R ist, folgt aus (3.9), 
L =Fi,.L +Fi,.L (3.10) 
fiir jeden Untermodul L C Rei , insbesondere also die Behauptung (b). 
(a) Wir zeigen zuniichst, daB Ln und Liz R-Mod& sind, d.h. 
RLij = Lii, j = 1,2. (3.11) 
4 Ein Ring R heisst einreihig (vgl. [IO]) wenn jedes Rei (eiR) nur eine Kornpositions- 
reihe hat. 
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Wegen (3.9) und (3.10) gilt 
RL,, = FizRFi,Nei + Fi7RFizNei = Liz + Fi,RFJVei 
und 
(3.12) 
FilRFi,Nei = Fi,REiNei = C EiREiNei . 
@Qi, 
Wegen (3.5) gilt nach [2], Kap. VIII 
dimKej,Rei, = cji = 1 fiir alle jeQil; (3.13) 
daraus folgt ejkRei,Ne, = 0, also such Fi,RFi,Ne, = 0 und damit wegen 
(3.12) schliefllich RL,, = Liz . 
Analog zu (3.12) ergibt sich 
RLi, = Li, + Fi2RFi,Nei 
und wegen [8], F5 und wegen (3.5) 
Fi,RFi,Nei = EiRFilNei = c EiREjNei C Se, 
@Qj, 
also gilt (3.11). 
Liz ist ein einreihiger Modul: Wegen (3.6) ist R’ = Fi,RFi, ein einreihiger 
Ring. Als Untermodul von R’ei = Fi,Rei ist Lig = FiJVeg selbst ein ein- 
reihiger R’-Modul, wegen (3.10) 1 a so such ein einreihiger R-Modul. 
Li, ist ein einreihiger Modul. Dazu unterscheiden wir folgende Falle. 
Full 1, ci = 1 und ci = 1 fiir allej E f& . Dann kann man wegen (3.5) wie 
bei Li, schlieBen, da Qis nicht vor Qii ausgezeichnet ist. 
Fall 2. ci > 1. Wegen (3.13) ist 
dim, ejNei = dimK e,L, = 1 fur alle j E Qil 
und daher 
ejLi, = ejNei fur alle j E Qil , (3.14) 
Angenommen, Lil ist nicht einreihig. Dann ist such Lil/Sei nicht einreihig, 
da Se, der einzige einfache Untermodul von Rei ist. Dann gibt es wegen (3.5) 
und (3.14) Elemente K, j ~Qii , k fj, mit 
eiRe, - e,Nei = e,Re, . ejNei = 0. 
Da cki = cjk + 0 ist, folgt wegen [8], (1.13), (1.14) fur die entsprechenden 
Elemente aus AR 
UjkUki = U,jUji = 0. (3.15) 
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Aus (3.15) ergibt sich wegen [8], F, zunachst uijujh = uikuKi = 0 und daraus 
wegen F, weiter 
~ki~ij = UkiUiiUii = 0 und U&&j = 0. 
Das bedeutet, da0 die Elemente 
(3.16) 
ukl , uii , uii , uki paarweise unabhingig sind.6 (3.17) 
Dies ergibt sich fiir die Paare ukj und uij , uii und uki , ulci und Uij aus (3.16); 
fur z+P und Ukj aus (3.15) und (3.16); fiir uii und uki sowie uii und uij wegen 
Ci > 1, Cg = Cj$ = 1 aus [8], F7 . 
(3.17) ist jedoch wegen [6], Theorem 3.2 und [9], Hifssatz 1 nicht moglich; 
also ist Li, in diesem Fall einreihig. 
Full 3. ci = 1 und c, > 1 fiir einj E Qil . Dann gilt wegen Ca 1 
cy = 1 fiiralle K#~EQ~~ 
und wegen Ca 1 und (3.4) 
Qjl =(k~Qil,k #j>U{i>={k~Qm~,k #j}U{m) 
fur alle m EQ~~ , m # j. 
(3.18) 
Wegen (3.5) gilt (3.14). Daher genugt es zu zeigen, dal3 fur je zwei Elemente 
t+. , Uji , K, j E Qfl folgendes gilt: 
Uj$4ki = llf{ oder UkjUji = Uki e (3.19) 
Wie bei Fall 2 gezeigt, ist wegen cj > 1 bei geeigneter Numerierung 
uk,+~k,,,“k,~ = uk,+,j 9 kz EQa v 
wo s die Anzahl der Elemente von Qjl ist. 
Aus (3.18) und (3.20) folgt 
m = l,..., s, (3.20) 
Ukm+lk,,,uk,kl = Uk,+Ikl > m=2 ,..., s + 1, k,, = j 
und daher (3.19) fur i = k, . Mit dem gleichen SchluB folgt durch Induktion 
(3.19) fiir jedes i = k, , m = l,..., s und daraus die Behauptung. Also ist 
Li, such in diesem Fall einreihig. 
(3.21) Beweis et~n Sutx 2. Jeder (endlich erzeugte) unzerlegbare pro- 
jektive Modul ist zu einem der Rei isomorph. Daher folgen (a) und (b) aus 
(3.8). Wegen (3.5) sind alle Kompositionsfaktoren von L,, verschieden. 
Daraus folgt der erste Teil von (c). Nach (3.7) ist R’ = FizRFiz einreihig. 
5 Vgl. [8], Def. 2.3. 
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Li, = FizNei = N’ei , (N’ = rad R’) ist der maximale Untermodul von 
R’ei . Daher folgt aus [7], Satz 5 der zweite Teil. 
Sind L;, und Liz weitere einreihige Untermoduln Ne, mit den Eigen- 
schaften (a), (b), ( c , so ist ckj f 0 fiir je zwei Kompositionsfaktoren Re,/Ne, ) 
und Rej/Nej , k, i f i von Li, (bzw. Li,). Daraus folgt wegen (Ca), daf3 
entweder Qi = Qil ist oder daD fiir jeden Kompositionsfaktor Re,/Ne, von 
L;, (bzw. Lj,) gilt R E Qil (b zw. R E Qio). Im ersten Fall ist Ne, = Lil ein- 
reihig und daher L;, = Li, . Im zweiten Fall folgt aus (3.9) und (3.10) in 
Verbinding damit, daf3 alle Kompositionsfaktoren von Lj, verschieden sind, 
und 
LI1 = (Ei + Fi,) Lil = F,,LiI, + Sei C Li, 
L;, = Fi,Li2 CL,, . 
Daraus folgt Li, = Lil und L12 = Liz wie behauptet. 
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